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Sei Epsilon kleiner Null ...

Teil 3: Relationen

von FLORIAN KRANHOLD

Erinnern wir uns daran, was wir
bereits alles mathematisch kénnen:
Wir wissen, was Aussagen sind. Wir
kénnen — durch Aussagenformen —
einem Subjekt eine Egenschaft zu-
weisen und wir kénnen fiir eine ge-
gebene Aussagenform die Menge der
Subjekte angeben, die diese Eigen-
schaft besitzen und diese Mengen
bearbeiten.

Damit koénnen wir schon eine gan-
ze Reihe von Dingen, die es in der
Alltagssprache gibt, formalisieren.
Subjekte mit Eigenschaften. Sub-
jekte ohne eine Eigenschaft. Subjek-
te, die diese, aber nicht jene Eigen-
schaft haben. Wie aber formalisie-
ren wir den folgenden Satz?

,Anton liebt Bertha.

Klar, wir konnen das Pradikat ,,Ber-
tha lieben“ als Aussagenform Lpg
verstehen und ,,Lg(Anton)* schrei-
ben, aber das ist uns irgendwie
nicht allgemein genug. Wir wollen
ein Pradikat mit zwei Veradnderli-
chen haben, also:

L(a,b) <= ,a liebt b*

Solche habe ich ganz kurz bereits
in Satz 1.12 (November-Ausgabe
des Nrorocismust) erwiihnt. Ei-
ne Theorie, welche diese aber in der
Mengenlehre hinreichend gut be-
schreibt, haben wir aber noch nicht.

Wir nennen eine Aussagenform mit
zwei Argumenten Relation (Nach-
her wird das nochmal préazisiert).
Man iiberlegt sich nun, welche Ar-
ten von Relationen es geben kann.
So stellt man zum Beispiel sehr
schnell fest, dass die Relation ,lie-
ben*, wahrscheinlich zum Bedau-

ern vieler, nicht unbedingt auch in
der andere Richtung funktioniert.
Es gilt also nicht:

L(a,b) < L(b,a)

Etwas unmathematischer: Blof} weil
Anton Bertha liebt, heifit das na-
turlich nicht, dass auch Bertha An-
ton liebt. Aber offenbar gibt es auch
solche Relationen, wie zum Bei-
spiel die Aussagenform ,haben die
gleiche Haarfarbe® Solche Relatio-
nen nennt man aus naheliegendem
Grunde symmetrisch. Was man sich
nun fragen kénnte, wire das folgen-
de: Gibt es Relationen, bei denen
sichergestellt ist, dass die Aussage
wahr ist, wenn ich zweimal das Glei-
che einsetze? ,lieben® ist da offen-
bar ein schlechter Kandidat — offen-
bar wiirde nicht jeder angeben, sich
selbst zu lieben. , gleiche Haarfarbe
haben“ da schon eher: Jeder hat die
gleiche Haarfarbe wie er selbst.

Nun ist klar, dass eine Relation
iber ihren Sinn, also der dahin-
tersteckenden Aussage charakteri-
siert ist. Es gibt aber, wie schon
bei den Aussagen, noch eine wei-
tere Moglichkeit, die Relation voll-
stdndig zu charakterisieren: Durch
die Menge aller Paare ,a in Relati-
on zu b“ Natiirlich muss nicht un-
bedingt durch die Menge aller Paa-
re auf den dahinterstehenden Sinn
der Relation zuriickgeschlossen wer-
den kénnen — was wéire wenn die
Menschen gleicher Haarfarbe zufal-
ligerweise auch gleiche Augenfarbe
héitten (ist zwar Quatsch, aber an-
genommen, es ware so)? Dann wé-
re die Menge der Paare bzgl. beider
Relationen gleich.

Wir wollen aber im folgenden Rela-
tionen als Mengen von Paaren auf-
fassen. Fir bestimmte Arten von

Relationen werden wir noch eine an-
dere Mengencharakterisierung ken-
nen lernen.

Also, genug der Vorrede, kommen
wir zur Mathematik:

3 RELATIONEN

Definition 3.1. Seien A und B
Mengen. Eine Menge ~ C A x B
heifit Relation. Falls fir a € A und
b € B gilt (a,b) € ~, so schreibe
an~b.

Definition 3.2. Sei A eine Menge.
Eine Relation ~ C A x A heifit Aqui-
valenzrelation auf A, falls folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Reflexivitdt
Fiir alle a € A gilt a ~ a.

(ii) Symmetrie
Fir alle a,a/ € A gilt die
Aquivalenz: a ~ @’ & ad' ~a
(iii) Transitivitat
Fir alle a,a’,a” € A mit a ~
a’ und @’ ~ a” gilt a ~ a”.

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A
und sei a € A. Dann heifle

[a] :={d' € A,a ~ad'}

Aquivalenzklasse von a. Ferner heifit
a Reprdsentant von [a).

Definition 3.3. Sei A eine Menge.
Dann heifit eine Familie A C P(A)
Partition, falls folgende Eigenschaf-
ten erfiillt sind:

(i) Erzhaustivitdt
UA=A4
(ii) Disjunktivitat
A ist paarweise disjunkt.
(iii) Irreduzibilitat
0 A
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Satz 3.4. Sei A eine Menge und ~
eine Relation auf A. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:
(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(ii) Es existiert eine Partition
A C P(X) mit Y(a,b) €~:
JA; €A:a,b€Ai,

Beweis.

(i) 7’j“
Sei A die Familie der Aquiva-
lenzklassen von ~. Es ist zu
zeigen, dass A eine Partition
ist:

a) Erhaustivitit
Esgilt Va € A:[a] C A
und Va € A : a € [a]. Da-
her ist (J A = A.

b) Disjunktivitat

Ang. [a] N [b] # (. Dann
gibt es ein ¢ € A mit
¢ € [a] N [b] Diesen Aus-
druck kénnen wir wegen
der Regeln der Symme-
trie (s) und der Transi-
tivitdt (t) umformen:

a~cund b~ c

(s)

SGa~cund c~b
(:tgawb

gbwa

Nun lésst sich leicht zei-
gen, dass [a] = [b]. Sei
hierzu d € A. Dann gilt
die Implikation:

d € [a]
=a~d
=b~d
=d € [b]
Fir e € A hingegen gilt
die Implikation:
e € [b]
=br~e
=ar~e
= e € [a]

Folglich [a] C [b] und
[b] C [a], damit [a] = [b].

¢) Irreduzibilitat
Fiir jede Menge A4; € A
gibt es ein a; € A, sodass
A; = Ja;]. Wie bereits
festgestellt, ist a; € [a4],
somit ist A; = [a;] # 0.

(ii) ,<“
Es sei A eine Partition mit
Y(a,b) €~:3A4; € A:a,b €
A;. Es ist zu zeigen, dass ~ ei-
ne Aquivalenzrelation ist:

a) Reflexivitit
Fir a € A; ist (trivia-
lerweise) a € A;, daher
a~ a.

b) Symmetrie
Fiir jedes a ~ b existiert
per Definition von A ein
A; € A mit a,b € A;.
Also ist auch b,a € A;.
Folglich ist auch b ~ a
gegeben.

c) Transitivitat
Sei a ~ b und b ~ c.
Nach Definition gibt es
dann A;, A; € A, sodass
a,b € A; und b,c € Aj.
Offenbar ist also b € A;N
Aj, also ist A4; N A; #
(). Wie aber oben bewie-
sen, muss demnach A; =
A;j sein. Also ist a,b,c €
A; = Aj; Folglich ist auch

a~c.
O

Definition 3.5. Sei A eine Menge.
Eine Relation ~ C A x A heiit Ord-
nungsrelation, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

(i) Reflexivitit
Fiir alle @ € A gilt a ~ a.
(ii) Transitivitdt
Fir alle a,a’,a” € A mit a ~

a’ und o’ ~ a" gilt a ~ a”.

(iii) Antisymmetrie
Fiir alle a,a’ € A gilt folgende
Aquivalenz:

/ i !
a~a unda ~a<sa=a

Héufig schreibe als Symbol fiir ei-
ne Ordnung statt ,,~* auch ,,<“ Ei-
ne Menge A zusammen mit einer
Ordnungsrelation < heifit geordne-
te Menge, schreibe (A, <).

Bemerkung 3.6. Unsere bisheri-
ge Vorstellung von ,, < ist line-
ar, d.h. jedes Element einer Men-
ge ist mit jedem beliebigen ande-
ren vergleichbar. Dies muss hier
nicht sein. Als anschauliches Bei-
spiel dient P({1,2}) und die Ord-
nungsrelation C. Offenbar ist () ~
{1} ~ {1,2} und 0 ~ {2} ~ {1,2}.
Dennoch sind {1} und {2} nicht ver-
gleichbar.

Definition 3.7. Sei (A, <) eine ge-
ordnete Menge. Ferner sei B C A.

(i) a € A heift minimales Ele-
ment von A, wenn fir alle b €
A gilt: b £ a oder a = b.
a € A heifit mazimales Ele-

ment von A, wenn fiir alle b €
A gilt: a £ b oder a = b.

(ii) a € A heifit Minimum von A,
wenn fiir alle b € A gilt: a < b.
a € A heiit Mazimum von A,
wenn fiir alle b € A gilt: b < a.

(iii) a € A heifit untere Schranke
von B, wenn fir alle b € B
gilt: a < b.

a € A heifit obere Schranke
von B, wenn fir alle b € B
gilt: b < a.

Wenn B ein Maximum oder eine
obere Schranke hat, so heifit B nach
oben beschrinkt. Wenn B ein Mi-
nimum oder eine untere Schranke
besitzt, so heiit B nach unten be-
schrdnkt.

Beispiel 3.8. Sei

A:=A{0,{2},{1,2},{2,3}}
und die Ordnung sei C. Man be-
trachte {1,2}:

(i) Offenbar ist {1,2} ein maxi-

males Element, denn Va € A :
{1,2} £aVa={1,2}

(ii) {1,2} ist kein Maximum, denn
JaeA:a ¥ {1,2}.
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Beispiel 3.9. Sei

A={0,{1},{1,2}}, B := {@7 {1}}
Die Ordnung sei C.
(i) Das Maximum von B ist ein-
deutig {1}, denn Vb € B : b C
{1}.
(ii) Die obere Schranke von B ist
{1}, aber auch {1,2}. Beide
sind in der Menge A enthalten

und geniigen der Bedingung.

Definition 3.10. Sei (A, <) eine
geordnete Menge. Ferner sei B; C A
noch oben beschriankt und By C A
nach unten beschrinkt.

(i) Die kleinste obere Schran-
ke heifit Supremum, schreibe
sup(B;). Formal gelten also
fur alle a € A und b € B; fol-
gende zwei Aussagen:

b < sup(By)
(WbeB:b<a)=sup(B1)<a

(ii) Die groBte untere Schran-
ke heifit Infimum, schreibe
inf(Bsg). Formal gelten also fiir
alle a € A und b € B, folgen-
de zwei Aussagen:

(VWbeB:b>a)=inf(B) > a

Bemerkung 3.11. Nicht jede nach
oben beschrinke Menge hat ein Su-

premum. Betrachte eine Teilmenge

aus (Q, <):
A={zecQ|z*<?2}

Diese Menge hat obere Schranken,
aber kein Supremum in Q.

Beispiel 3.12.

(i) Fir das Intervall [0,1] C Q ist
1 maximales Element, Maxi-
mum und Supremum. 1 ist ei-
ne obere Schranke, 27 aber ge-
nauso.

(ii) Fiir das Intervall [0,1] C Q
ist 1 Supremum. Das Intervall
hat kein Maximum und kein
maximales Element. 1 ist ei-
ne obere Schranke, 14 aber ge-
nauso.

(iii) (N,<) ist nach unten be-

schriankt, nach oben nicht be-

schrénkt. (Z, <) ist nicht be-
schrénkt.

Definition 3.13. Eine geordne-
te Menge (A, <) heilt wohlgeord-
net, wenn jede nicht-leere Teilmen-
ge B C A ein Minimum hat.

Axiom 3.14. Die Menge N der na-
tirlichen Zahlen ist wohlgeordnet.

Satz 3.15 (Vollstdndige Indukti-
on). Sei P : N — {w,f} eine Aus-
sagenform auf N und es gebe ein
no € N mit P(ng). Ferner gelte fiir

alle n > ng die Implikation (Induk-
tionsschritt):

P(n)= P(n+1)
Dann gilt fir alle n > ng: P(n)

Beweis. Sei die Anteszendens er-
fallt und sei

A:={neN:=P(n)und n > no}

Ang. A # () Da A C N, gilt nach
Wohlordnungsprinzip

dm € A:m = min(A)

Wegen des  Induktionsanfangs
P(ng), ist m # ng. Alsoist m—1 >
no. Da m —1 < m = min(A4), ist
m—1 ¢& A, also gilt P(m — 1).
Wegen des Induktionsschritts ist
dann aber auch P(m), also m ¢ A.
Dies ist ein Widerspruch, also ist
A = (. Folglich ist P(n) fir alle
n > nop. O

Definition 3.16. Sei (A, <) eine
geordnete Menge. Die Ordnungsre-
lation < heit Vollordnung, wenn
alle Paare a,a’ € A vergleichbar
sind, d. h. a < @’ oder a’ < a. Dann
heifle A wollgeordnet. Eine vollge-
ordnete Teilmenge B C A heifit
Kette.

[1] http://fkranhold.de/?p=/Universit%
C3%A4t/WS_2012-13/Analysis_1
(abgerufen am: 20.11.2013, 21:02)
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Open science

Eine Vision

von JANNIK BUHR

Seit den 1950er Jahren versuchten
Amerikaner und Russen in einem
regelrechten Wettlauf, den Mond zu
erreichen, erst am 21. Juli 1969
gelang mit der Apollo-Mission die
erste bemannte Mondlandung. Man
stelle sich einmal vor, diese beiden
Nationen héatten nicht gegen-, son-
dern miteinander gearbeitet. Wir
wéaren heute vermutlich schon um
einiges weiter.

Wer glaubt, dieses Prinzip des
Wettkampfes sei mit dem FEnde
des Kalten Krieges untergegangen,
irrt gewaltig. Noch heute geht es
in der Wissenschaft primér darum,
Konkurrenten auszuschalten, allei-
ne moglichst viel Profit einzuheim-
sen und nicht darum, gemeinsam
die Forschung voranzutreiben und

damit ,die Welt zu verbessern®.

Meine Vision ist es also, genau
das zu &ndern. Eine Plattform
zu schaffen, die Wissenschaftlern
und Forschungsgruppen einen Aus-
tausch und Zusammenarbeit ermog-
licht. Dass es im Kleinen funktio-
niert, wissen wir bereits: Wikipedia
ist ein glanzendes Beispiel fiir den
Erfolg frei zugénglicher Informati-
on, aber eben nur auf der noch sehr
grundlegenden Ebene der ,,basis In-
formationen“. Auch in anderen Be-
reichen sind wir langst kommunika-
tiver und kollaborativer geworden.
Bei Problemen fragen wir gerne mal
unsere Follower auf Twitter oder Fa-
cebook und Open-Source-Projekte
wie GIMP und Blender zeigen im
Software-Bereich léngst, dass Zu-
sammenarbeit sich lohnt.

Wieso also nicht auch in der Wis-
senschaft?

Ich suche ein Team von Men-
schen (Software-Entwickler, Web-
Designer, Wissenschaftler, Quer-
denker), das mit mir eine Art
»Jocial-Science-Network® aufbauen
mochte. Dieses soll es Forschern er-
moglichen, ein Profil anzulegen, ihre
Arbeitsgruppen zu organisieren, Er-
gebnisse und Fortschritte zu verof-
fentlichen, andere, die sich mit &hn-
lichen Projekten beschéftigen, zu
finden und von gemeinsamen Ide-
en zu profitieren. Spater kann auch
noch eine Interessensvertretung in
der Politik der jeweiligen Lénder
und der Kontakt zu Lehrenden ge-
schaffen werden.

Das ist meine Vision, aber ich weif},
dass ich nicht alleine bin.
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Surrealistisches Kunstwerk — eine Spinne

von MARCEL HORZ

NotizOMainz

von TERESA TREITZ

Hier.

Ein Lacheln.

Dort ein Wort.

Gemeinsame Stunden, Familie, Gesang.
Gebet, Abschied, Trauer.

Frieden in

Ewigkeit.
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